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1 Introduction.
L’essentiel de ma recherche et de mes projets de recherche se place dans le cadre de la phy-
sique mathe´matique, qui vise a` de´montrer mathe´matiquement des re´sultats inte´ressants
pour la physique. J’attache un inte´reˆt particulier aux re´sultats ”semi-classiques” (ou
asymtotiques) qui, souvent, fournissent des informations quantitatives. Les techniques
mathe´matiques en jeu rele`vent surtout de l’analyse microlocale, de la the´orie spectrale et
de l’analyse semi-classique.
Concre`tement, je distingue deux axes dans mon activite´ de recherche. Le premier est dans
le prolongement de ma the`se de doctorat et, pour en comprendre la logique, il est indis-
pensable de revenir sur les deux publications tire´es de cette the`se. C’est pourquoi je les
fais figurer dans la liste des travaux constituant cette habilitation (cf. partie 2) et j’en ferai
une description assez de´taille´e. Le second axe est nettement plus ouvert, consiste essentiel-
lement a` aborder d’autres the`mes en utilisant les techniques mentionne´es pre´ce´demment,
intersecte le cadre de l’ACI “Jeunes Chercheurs” de Francis Nier, professeur a` l’IRMAR
a` Rennes, et prolonge l’expe´rience de mon post-doc a` l’universite´ technique de Berlin.
E´tant donne´ que j’ai re´cemment obtenu des re´sultats encourageants dans le premier axe
et qu’il constitue, a` mon sens, un programme cohe´rent et inte´ressant pour les applications
physiques (comme on le verra), je m’y suis beaucoup consacre´ ces dernie`res anne´es. Ceci
explique le de´veloppement plus limite´ du second axe, qui est relance´ maintenant, en partie
par ma collaboration a` l’ACI de Francis Nier.
Le pre´sent document de synthe`se est organise´ de la fac¸on suivante. A` l’issue de l’intro-
duction, la liste des travaux constituant cette habilitation est donne´e dans la partie 2.
Dans tout le pre´sent document de synthe`se, toute re´fe´rence a` l’un de ces travaux utili-
sera le nume´ro correspondant fourni par cette liste. Les deux axes de recherche e´voque´s
plus hauts et les travaux qui s’y inse`rent seront aborde´s en de´tail dans les parties 3 et 4
respectivement. Enfin, une bibliographie cloˆture ce document. La table des matie`res est
disponible en page 2. La fin de l’introduction est consacre´e a` un survol des axes et travaux
susmentionne´s.
Cette premie`re direction de recherche se place dans le cadre de l’e´tude semi-classique
des e´quations aux de´rive´es partielles line´aires a` l’aide de me´thodes microlocales. Plus
pre´cise´ment, on s’inte´resse a` la the´orie stationnaire du “scattering” (ou diffusion) pour
des ope´rateurs de Schro¨dinger a` plus de trois corps. Du cote´ physique (et meˆme chimique),
cela correspond a` e´tudier les collisions d’ions (c’est-a`-dire des re´actions chimiques). En in-
troduisant un petit parame`tre h, qui exprime la petitesse de la masse e´lectronique devant
celle des nucle´ons, l’objectif essentiel est d’obtenir des de´veloppements asymptotiques,
quand h tend vers 0, d’objets de la the´orie stationnaire de la diffusion, ce qui valide es-
sentiellement l’approximation de Born-Oppenheimer (introduite en 1927 dans [BO]), qui
est utilise´e avec un large succe`s par les chimistes quantiques.
Ma the`se de doctorat, soutenue a` Nantes en octobre 1996, donne quelques re´sultats
de ce type. Les publications t1 et t2, qui contiennent ma the`se, traitent d’estimations
semi-classiques de re´solvante, d’une part, et de de´veloppements asymptotiques de sec-
tions efficaces totales (des objets observables lors d’expe´riences physiques de collisions),
d’autre part. Essentiellement, les premie`res estimations interdisent les phe´nome`nes de
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re´sonance et constituent des estimations a priori vitales pour obtenir l’asymptotique des
sections efficaces totales. A` partir d’estimations semi-classiques de re´solvante dans un
cadre plus restrictif, obtenues dans des travaux de M.Klein, A. Martinez et X.P. Wang
(cf. [KMW1, KMW2]), les publications 1 et 2 donnent des e´tudes semi-classiques simi-
laires. Il est a` noter que dans la publication 2, les vrais potentiels physiques sont conside´re´s
et qu’une e´tude a` haute e´nergie est en pre´paration (cf. paragraphe 3.5), et que, pour la
publication 1, j’ai be´ne´ficie´ de l’aide de´sinte´resse´e de mon directeur de the`se X.P. Wang.
Le cadre de validite´ des re´sultats pre´ce´dents est, du point de vue physique, un peu trop
restrictif et empeˆche essentiellement d’aborder les phe´nome`nes ine´lastiques de la diffusion.
C’est pourquoi j’ai relance´ ma recherche dans cette direction. A` l’origine des difficulte´s
pour traiter une situation plus ge´ne´rale se trouve un proble`me mathe´matique rencontre´
dans ma the`se, qui fut traite´ a` l’e´poque sous une hypothe`se simplificatrice responsable des
restrictions susnomme´es. Cette difficulte´, principalement localise´e au niveau des estima-
tions semi-classiques de re´solvante, provient essentiellement du fait que l’on doit conside´rer
des ope´rateurs semi-classiques de Schro¨dinger avec un potentiel (de type) matriciel, dont
les valeurs propres, comme fonctions sur l’espace des configurations, peuvent se croiser.
L’hypothe`se simplificatrice pre´ce´dente interdisait ces croisements, ce qui n’est pas rai-
sonnable pour les applications physiques. A` cause de ce phe´nome`ne de croisement, bon
nombre de techniques ne sont plus valables. Il est a` noter que des travaux s’attaquent
a` ce proble`me, en particulier ceux de L. Ne´de´lec ([Ne´1, Ne´2]) et ceux de A. Martinez
([Ma1, Ma2]) sur l’e´tude des re´sonances . Par ailleurs, l’e´tude a` temps fini de l’e´volution
ge´ne´re´e par ce type d’ope´rateurs est actuellement en progre`s avec, notamment, des tra-
vaux re´cents autour de la formule de Landau-Zener d’Y. Colin de Verdie`re, M. Lombardi
et J. Pollet (cf. [CLP]), d’une part, et de C. Fermanian-Kamerer et P. Ge´rard (cf. [FG]),
d’autre part, des travaux prolongeant ceux de [Ha, J, HJ]. A` la diffe´rence de ces der-
niers, notre proble`me concerne cette e´volution en temps infini, mesure´e avec une certaine
norme, comme indirectement ceux de L. Ne´delec et d’A. Martinez. Mais, contrairement a`
ces derniers, notre proble`me se pre´sente plutoˆt comme un principe de correspondance de
Bohr. En gros, il s’agˆıt de savoir si l’on peut caracte´riser les estimations semi-classiques de
la re´solvante de l’ope´rateur pre`s d’une e´nergie donne´e (qui correspond a` une interaction
rapide des ions entre eux) par une proprie´te´, appele´e condition de non-capture, satisfaite
par le symbole de l’ope´rateur et l’e´nergie conside´re´e. Pour des potentiels scalaires, la ques-
tion est comple`tement re´solue de manie`re positive. On veut donc ge´ne´raliser ce re´sultat
a` des ope´rateurs matriciels. Outre l’inte´reˆt mathe´matique de ce proble`me, sa re´solution
permettrait de de´finir the´oriquement, a` l’aide du symbole de l’ope´rateur, des situations
dans lesquelles les techniques existantes pour estimer semi-classiquement les objets usuels
de la the´orie stationnaire du “scattering” devraient fonctionner et donc d’aborder par une
approche the´orique rigoureuse l’e´tude ge´ne´rale des collisions d’ions non re´sonantes (cf.
publication t2).
Alors que la publication t1 traitait avec succe`s, au moyen de techniques existantes (ver-
sion semi-classique de la the´orie du commutateur de Mourre introduite dans [Mo]), les
potentiels matriciels dont les valeurs propres ne se croisent pas, la publication 5, par le
caracte`re restreint de ses re´sultats en pre´sence de croisements de valeurs propres, semble
indiquer que l’adaptation de ces techniques au cas matriciel est difficile. C’est pourquoi je
me suis engage´ dans une nouvelle strate´gie, introduite par N. Burq dans le cas scalaire (cf.
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[B]). Ne pouvant utiliser directement ce travail, qui e´tait surtout axe´ sur un proble`me de
diffusion avec obstacle dans une re´gion borne´e, j’ai repris a` mon compte sa strate´gie dans
le cadre qui m’occupe, pour des potentiels scalaires dans un premier temps. Ce travail
constitue la publication 6.
En me limitant a` un certain type de croisement dans le cas matriciel, j’ai de´couvert
une condition de non-capture portant sur le symbole de l’ope´rateur matriciel qui est
e´quivalente aux estimations semi-classiques de re´solvante cherche´es. Pour de´montrer cela
(cf. pre´publication p1), j’adapte au cas matriciel ma version de la strate´gie de N. Burq,
d’une part, et une me´thode de X.P. Wang, valable dans le cas scalaire (cf. [W2]), pour la
re´ciproque. Le proble`me mentionne´ plus haut e´tant comple`tement re´solu dans un certain
cadre qui contient essentiellement les mole´cules diatomiques, on dispose en principe des
moyens d’e´tudier semi-classiquement les objets du scattering stationnaire e´lastiques et
ine´lastiques ainsi que l’influence des croisements de valeurs propres sur ceux-ci (cf. para-
graphe 3.5). De plus, la re´solution de ce proble`me dans le cas ge´ne´ral, qui est toujours
ouvert, est inte´ressante du point de vue mathe´matique mais peut-eˆtre aussi physique (cf.
paragraphe 3.5).
D’autre part, j’ai commence´ une collaboration (cf. paragraphe 3.5) avec Ulf Karlsson, qui
a soutenue a` Stockholm en 2002 sa the`se, dirige´e par A. Laptev. Cette collaboration de-
vrait apporter un e´clairage sur le proble`me pre´ce´dent, e´clairage similaire a` celui apporte´
par des travaux de Hagedorn et Hagedorn-Joye (cf. [Ha, HJ]) et les re´sultats re´cents sur
la formule de Landau-Zener cite´s plus haut.
On voit ainsi que cet axe de recherche a donne´ lieu a` un important changement de strate´gie.
Ce dernier m’a oblige´ a` me familiariser avec les mesures semi-classiques, qui constituent
l’outil principal utilise´ par N. Burq. Pour ge´ne´raliser la re´solution e´voque´e a` l’instant, il
semble, a` premie`re vue, que les notions de mesures 2-microlocales ou de mesures semi-
classiques a` deux e´chelles (cf. [BoL, FG, N]) peuvent s’ave´rer utiles. Je vais donc me
pencher sur elles en de´tail.
A la diffe´rence de la premie`re partie, cette seconde partie est plus he´te´roge`ne et moins
e´troite the´matiquement. Vu de loin, il s’agit d’EDP line´aires et non-line´aires, me´le´es a` des
questions de the´orie spectrale et a` un peu de the´orie des champs. Voyons ces diffe´rentes
directions en de´tails, en commenc¸ant par les re´sultats obtenus puis en passant aux projets
en cours.
A` l’issue de ma the`se de doctorat en 1996, je suis parti faire un post-doc comme ”Marie
Curie fellow” d’un programme TMR a` l’universite´ technique de Berlin. Sous la direction
de V. Bach (actuellement professeur a` l’universite´ de Mayence, en Allemagne), je me
suis inte´resse´ a` la me´canique statistique (classique, surtout). En utilisant des me´thodes
spectrales a` la place de me´thodes probabilistes, j’ai obtenu en collaboration avec V. Bach
et J. Sjo¨strand (E´cole polytechnique) un re´sultat de de´croissance exponentielle pour les
corre´lations d’un syste`me continu de spin a` basse tempe´rature pour une fonction de Hamil-
ton non convexe (cf. publication 3). La difficulte´ principale e´tait d’avoir une de´croissance
uniforme par rapport a` la taille du syste`me afin d’avoir un controˆle lorsqu’on passe a`
la limite thermodynamique. Un laplacien de Witten et des techniques semi-classiques en
the´orie spectrale sont essentiels pour obtenir le re´sultat, qui a e´te´ e´tendu ensuite dans
diffe´rentes directions par V. Bach et J. Moeller dans [BM1, BM2]) d’une part et par J.
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Sjo¨strand dans [S2] d’autre part.
A` la fin de mon post-doc, J.C. Le´ger, maˆıtre de confe´rence a` l’universite´ de Paris Sud
a` Orsay, m’a parle´ d’un proble`me parabolique (fortement) non-line´aire. Il s’agissait de
trouver une version discre`te de l’e´volution par courbure moyenne des courbes de Jordan
planes. L’e´volution des courbes e´tant relativement bien connue, il proposait un mode`le
discret qui fait e´voluer des polygones (un syste`me diffe´rentiel non-line´aire), bon candi-
dat pour approcher l’e´volution des courbes. Essentiellement, il voulait re´pondre aux deux
questions suivantes : comment e´voluent asymptotiquement les polygones ? Cette e´volution
approche-t-elle, dans un sens a` pre´ciser, celle des courbes si le nombre de coˆte´s des po-
lygones tend vers l’infini ? Apre`s avoir essaye´ sans succe`s des techniques spectrales, nous
nous sommes rabattus sur l’e´volution des quadrilate`res et avons de´couvert que qualitati-
vement leur e´volution se comporte comme celle des courbes a` quelques exceptions pre`s. De
plus, nous sommes capables de caracte´riser les conditions initiales donnant lieu a` ce com-
portement exceptionnel et des indices montrent que ce comportement risque apparaˆıtre
pour des polygones dont le nombre de coˆte´s est un multiple de 4, ce qui constitue un
obstacle a` l’approximation espe´re´e. Ces re´sultats figurent dans la publication 4.
En discutant avec F. Castella, professeur a` l’universite´ de Rennes I, des e´tudes re´centes
sur l’e´quation d’Helmholtz a` haute fre´quence, il nous a paru raisonnable d’importer des
techniques en provenance du premier axe de ma recherche pour traiter certaines questions.
Cela n’a pas e´chappe´ a` X.P. Wang, qui a dirige´ ma the`se de doctorat et qui connait bien
ces techniques. En se basant sur la me´thode du commutateur de Mourre, il a obtenu dans
une pre´publication (a` ma connaissance), en collaboration avec P. Zhang, des re´sultats
inte´ressants sur ce sujet. Ma collaboration avec F. Castella (cf paragraphe 4.3) devrait
apporter des re´sultats similaires mais pas tout a` fait identiques. De plus, notre approche
utilise une me´thode diffe´rente base´e sur une nouvelle version de la strate´gie de N. Burq
e´voque´e dans le premier axe de ma recherche.
Pour terminer cette description du second axe, je vais e´voquer un projet (cf paragraphe 4.3)
qui constitue un premier pas vers les objectifs de´finis par F. Nier dans le cadre de son
ACI ”Jeunes chercheurs”. Z. Ammari, S. Keraani, F. Nier et moi-meˆme, nous avons com-
mence´ un travail de fond sur la construction de mesures semi-classiques en dimension
infinie. Nous comptons utiliser ces nouveaux objets pour aborder quelques proble`mes de
la the´orie des champs.
A` la vue de la liste de mes publications (cf. partie 2) et de mes projets (cf. paragraphes 3.5
et 4.3), on constate que mon activite´ de recherche est un me´lange de collaborations et de
travaux personnels. Dans les deux axes de recherche, e´voque´s ci-dessus, les compe´tences
acquises pendant ma the`se de doctorat sont bien suˆr engage´es mais de nouvelles ont duˆ
eˆtre acquises. Tandis que la premie`re direction de ma recherche vise a` s’attaquer a` une
difficulte´ qui re´siste et, apre`s re´solution (partielle), a` en tirer les conse´quences sur le do-
maine concerne´, l’autre direction consiste a` s’inte´resser a` un environnement diffe´rent mais
relativement proche du domaine pre´ce´dent, donc a` e´largir mon domaine de compe´tences
tout en participant a` l’e´tude de l’un des the`mes majeurs de la physique mathe´matique
actuelle, la the´orie quantique des champs.
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2 Travaux constituant la pre´sente habilitation.
Publications de la the`se de doctorat :
t1. Th. Jecko : Estimations de la re´solvante pour une mole´cule diatomique dans l’ap-
proximation de Born-Oppenheimer. Comm. Math. Phys. 195, 585-612 (1998).
t2. Th. Jecko : Approximation de Born-Oppenheimer de sections efficaces totales diato-
miques. Asympt. Ana. 24 (2000), 1-35.
Publications (hors the`se de doctorat) :
1. Th. Jecko : Classical limit of elastic scattering operator of a diatomic molecule in
the Born-Oppenheimer approximation. Ann. Inst. H. Poincare´, vol. 69, no 1, 1998,
p. 83-131.
2. Th. Jecko, M. Klein, X.P. Wang : Existence and Born-Oppenheimer asymptotics of
the total scattering cross-section in ion-atom collisions. in Long time behaviour of
classical and quantum systems, proceeding (avec comite´ de lecture) de la confe´rence
internationale APTEX a` Bologne (Italie), sept. 1999, e´dite´ en 2001 par S. Graffi et
A. Martinez.
3. V. Bach, Th. Jecko, J. Sjo¨strand : Correlation asymptotics of classical lattice spin
systems with nonconvex Hamilton function at low temperature. Ann. H. Poincare´ 1
(2000), p. 59-100.
4. Th. Jecko, J.C. Le´ger : Polygon shortening makes (most) quadrilaterals circular.
Bull. Korean Math. Soc. 39 (2002), no. 1, p. 97-111.
5. Th. Jecko : Semiclassical resolvent estimates for Schro¨dinger matrix operators with
eigenvalues crossing. Math. Nach. 257, p. 36-54 (2003).
6. Th. Jecko : From classical to semiclassical non-trapping behaviour. C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 338 (2004), p. 545-548 (article a` part entie`re).
Pre´publication :
p1. Th. Jecko : Non-trapping condition for semiclassical Schro¨dinger operators with
matrix-valued potentials. pre´publication de l’IRMAR 04-18, mars 2004.
Les travaux ci-dessus sont accessibles sous forme de pre´publication en format pdf et ps
sur ma page personnelle a` l’adresse suivante :
http : //perso.univ − rennes1.fr/thierry.jecko/
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3 Approximation de Born-Oppenheimer pour les col-
lisions mole´culaires.
En 1927, M. Born et R. Oppenheimer introduisait une version approche´e de la jeune
the´orie quantique de´crivant les mole´cules (cf. [BO]). Sous le nom d’approximation de Born-
Oppenheimer, elle a eu un succe`s expe´rimental e´norme et constitue encore aujourd’hui
un point central dans la chimie quantique. En 1992, prolongeant le travail pionnier de
[CDS], M. Klein, A. Martinez, R. Seiler et X.P. Wang ont fourni une preuve rigoureuse
de cette approximation en ce qui concerne les e´tats lie´s d’une mole´cule, c’est-a`-dire le
spectre ponctuel de l’ope´rateur la de´crivant (cf. [KMSW]). En revanche, les collisions
mole´culaires (re´actions chimiques) n’e´taient pas e´tudie´es sous cet angle a` part dans la
the`se de Raphaelian [Ra] et dans des travaux de A. Martinez sur les re´sonances (cf.
[Ma1, Ma2]). A` partir de 1994, j’ai commence´ ma the`se de doctorat sous la direction de
X.P. Wang avec pour objectif essentiel de valider l’approximation de Born-Oppenheimer
dans le cadre de la the´orie stationnaire de la diffusion (hors re´sonance). Ce fut fait dans
une certaine mesure et dans certaines conditions. Il restait cependant beaucoup a` faire et a`
ame´liorer, ce qui m’a incite´ a` reprendre cette recherche apre`s mon post-doc a` Berlin. Alors
que les re´sultats peu encourageant de ma publication 5 semblaient indiquer qu’une re´vision
a` la baisse de mes objectifs e´tait ine´vitable, j’eus la chance, en assistant a` un se´minaire
de N. Burq a` Rennes, de de´couvrir une strate´gie alternative (la sienne) pour attaquer le
proble`me traite´ dans la publication 5. En adaptant cette strate´gie dans la publication 6 et
la pre´publication p1, le proble`me en question s’est notablement e´clairci. Naturellement,
je projette, dans le cadre ”e´clairci”, de de´velopper la the´orie stationnaire de la diffusion
et d’e´claircir la partie obscure dudit proble`me. C’est l’histoire de ce rebondissement que
je vais maintenant de´crire en de´tails.
3.1 Mode`le e´tudie´.
Dans ce paragraphe, je vais introduire le syste`me mole´culaire pour lequel j’essaye de valider
l’approximation de Born-Oppenheimer. Ce cadre d’e´tude et les notations correspondantes
seront utilise´s dans toute la partie 3.
L’objectif e´tant de de´crire les collisions mole´culaires, on se limite a` un cas simple, a` savoir
la collision de deux ions. On entend par ion un noyau entoure´ d’e´lectrons. Vu globale-
ment, le syste`me e´tudie´ est une mole´cule diatomique dissocie´e a` N e´lectrons. L’ope´rateur
d’e´nergie, agissant dans L2(Rd(N+2)), est
H = − 1
2M1
∆x1 −
1
2M2
∆x2 −
1
2
N+2∑
j=3
∆xj +
∑
l<j
Vlj(xl − xj) . (3.1)
On a fixe´ la masse des e´lectrons a` 1 ainsi que la constante dePlanck et on suppose que les
particules se meuvent dans Rd, pour d ≥ 2. Les masses respectives des deux noyaux,M1 et
M2, sont grandes devant 1, les fonctions re´elles Vlj repre´sentent les interactions bilate´rales
entre particules et ∆xj de´signe le laplacien en la variable xj ∈ Rd. Par commodite´, on
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pose, pour l < j, Vjl(z) = Vlj(−z), pour tout z ∈ Rd. Soit a = (A1, A2) une de´composition
de {1, . . . , N +2} en deux amas telle que j ∈ Aj, pour j ∈ {1, 2}. Pour k ∈ {1, 2}, notons
par A′k l’ensemble des e´lectrons de l’amas Ak, par |A′k| le cardinal de cet ensemble et par
M ′k = Mk + |A′k| la masse totale de l’amas Ak. Les amas A1 et A2 repre´sentent les deux
ions conside´re´s. En effectuant un changement de variables convenable, on est amene´, apre`s
retrait du mouvement du centre de masse, a` e´tudier l’ope´rateur
P (h) = −h2∆x + P a(h) + Ia(h) , (3.2)
agissant dans L2(Rd(N+1)) avec x ∈ Rd, y ∈ RdN et
h =
(
1
2M ′1
+
1
2M ′2
)1/2
, (3.3)
P a(h) =
2∑
k=1
∑
j∈A′
k
(
−1
2
∆yj + Vkj(yj)
)
− 1
2Mk
∑
l,j∈A′
k
∇yl · ∇yj +
1
2
∑
l,j∈A′
k
Vlj(yl − yj)
 ,
Ia(x;h) =
∑
l∈A′1,j∈A′2
Vlj(yl − yj + x+ f2 − f1) +
∑
l∈A′1
Vl2(x− f1 + f2 + yl)
+
∑
j∈A′2
V1j(x− f1 + f2 − yj) + V12(x− f1 + f2), (3.4)
ou` les quantite´s fk = (1/M
′
k)
∑
j∈A′
k
yj, pour k ∈ {1, 2}, de´pendent de h. Tandis que la
variable x ∈ Rd repe`re la position relative des centres de masse des amas, on prend des
coordonne´es atomiques dans chaque amas. On obtient ainsi N variables internes que l’on
de´signe par y ∈ RdN . L’hamiltonien interne P a(h) est la somme des ope´rateurs d’e´nergie
de chaque amas, conside´re´ comme isole´, et le potentiel inter-amas Ia(h) rassemble les
interactions entre particules appartenant a` deux amas diffe´rents. On conside`re la famille
des hamiltoniens e´lectroniques Pe(x;h), x ∈ Rd, h ≤ h0, pour un certain h0 > 0 petit,
de´finis par
Pe(x;h) = P
a(h) + Ia(x;h) . (3.5)
En physique, ce sont pre´cise´ment ces ope´rateurs pour h = 0 (c’est-a`-dire pour une masse
nucle´aire infinie) qui repre´sentent la mole´cule dans l’approximation de Born-Oppenheimer.
En notant 〈x〉 = (1 + |x|2)1/2, les interactions bilate´rales Vjl seront (sauf indication
contraire) des fonctions V ∈ C∞(Rd;R), ve´rifiant, pour un certain ρ > 0,
∀α ∈ Nd, ∃Cα > 0; ∀x ∈ Rd, |∂αxV (x)| ≤ Cα〈x〉−ρ−|α| . (3.6)
Notons que, dans le cas physique, d = 3 et les Vjl(z) sont des multiples de |z|−1.
L’intuition physique du phe´nome`ne de collision est essentiellement la suivante. Le syste`me
global e´tant conside´re´ comme isole´, son e´nergie est fixe´ a` une valeur E assez basse. Comme
les e´lectrons sont plus le´gers donc plus rapides que les noyaux, ils se mettent spontane´ment
dans un e´tat propre de Pe(x;h) d’e´nergie infe´rieure a` E et ce pendant toute la collision.
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Leur e´tat influence en retour le mouvement des centres de gravite´ des amas (i.e. le mou-
vement repe´re´ par x). Ainsi, la collision devrait eˆtre fide`lement retranscrite si l’on rem-
place l’ope´rateur P (h) par un ope´rateur adiabatique note´ PAD(h) qui simule l’intuition
pre´ce´dente. Bien entendu, on a besoin d’hypothe`ses ade´quates pour traiter tout cela.
On suppose qu’il existe δ, h0 > 0 et quatre fonctions re´gulie`res e±, E± : Rd −→ R tels que
∀x ∈ Rd ,
∣∣∣E±(x) − e±(x)∣∣∣ ≥ δ ,
∀x ∈ Rd , e−(x) < E−(x) < e+(x) < E+(x) ,
∀x ∈ Rd , ∀h ∈]0;h0] , σ
(
Pe(x;h)
)
∩
(
[e−(x);E−(x)] ∪ [e+(x);E+(x)]
)
= ∅ .
Ici σ(Pe(x;h)) de´signe le spectre de l’ope´rateur Pe(x;h). On suppose de plus que ces fonc-
tions e±, E± admettent respectivement les re´els e±(∞), E±(∞) ∈] − ∞;E[ pour limite,
quand |x| → ∞, et que la dimension du sous-espace spectral de Pe(x;h) associe´ a` l’in-
tervalle [E−(x); e+(x)] est, pour tout x et tout h ∈]0;h0], e´gale a` m, celle du sous-espace
spectral de P a(0) associe´ a` l’intervalle [E−(∞); e+(∞)] qui est suppose´e finie. En notant
par Π(x;h) le projecteur spectral orthogonal sur le sous-espace spectral de Pe(x;h) en
question, on de´finit, au moyen d’une inte´grale directe,
Π(h) :=
∫ ⊕
Rd
Π(x;h) dx .
La partie adiabatique de P (h) est donne´e par
PAD(h) = Π(h)P (h)Π(h) . (3.7)
Il se trouve que, pour un aspect du proble`me qui nous occupe, l’ope´rateur adiabatique
PAD(h) a un comportement proche de celui de l’ope´rateur matriciel suivant :
Pˆm(h) = −h2∆x Im + V (x) , (3.8)
ou` V est une fonction lisse, a` valeurs matrice m×m auto-adjointe et ve´rifiant (3.6).
3.2 The´orie stationnaire de la diffusion.
Le grand me´rite de la the´orie stationnaire de la diffusion (par rapport a` l’approche tempo-
relle) est de fournir des formules exactes de repre´sentation pour l’ope´rateur de diffusion (et
les objets de´rive´s de lui), a` condition d’avoir le the´ore`me d’absorption limite. La the´orie
du commutateur de Mourre (cf. [Mo]) est pre´cieuse puisqu’elle permet d’obtenir ce der-
nier et, en principe, tout ceci peut se faire dans un cadre semi-classique (cf. partie 3.3).
Dans le pre´sent paragraphe, on va donner des re´sultats semi-classiques sur des ope´rateurs
de diffusion e´lastique et sur des sections efficaces totales (cf. publications 1, 2 et t2) qui
sont base´s sur des estimations semi-classiques de re´solvante (cf. [KMW1, KMW2] et la
publication t1).
Dans le cadre du paragraphe 3.1, l’e´volution libre de re´fe´rence sera la restriction a` un
sous-espace propre de P a(h) de
t 7→ eih−1tPa(h) avec Pa(h) := −h2∆x + P a(h) .
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On introduit donc la notion de canal (de re´action). On appelle canal de de´composition a
un triplet α := (a,E(h), φ(h)) ou` φ(h) est un vecteur propre normalise´ de P a(h) associe´
a` la valeur propre E(h). Pour un tel canal, on peut de´finir les ope´rateurs d’onde
Ωα±(h) := s− limt→±∞ e
itP (h)/he−itPa(h)/hpi(h) ,
ou` pi(h) est la projection orthogonale sur φ(h). D’apre`s [SS], l’ope´rateur de diffusion de
canal d’entre´e α pre´ce´dent et de canal de sortie β = (b, e(h), ψ(h)), donne´ par Sβα(h) :=
(Ωβ+(h))
∗Ωα−(h), est bien de´fini, pour ρ > 1 (cf. (3.6)). Pour la de´finition des sections
efficaces totales a` angle d’incidence fixe´, on suit l’approche de [RW]. Soit ω ∈ Sd−1 et
g ∈ C∞0 (]E(h); +∞[;C). On pose
gω(x) :=
1
2
√
pih
∫
R
eih
−1x·ω
√
λ−E(h) g(λ)
(λ− E(h))1/4 dλ .
La section efficace totale σβα(·, ω;h), d’angle d’incidence ω, de canal d’entre´e α et de canal
de sortie β, est de´finie (quand il y a lieu et dans un sens faible approprie´, cf. publication
t2) par, pour tout g ∈ C∞0 (]E(h); +∞[;C),∫
R
σβα(λ, ω;h)|g(λ)|2 dλ = lim
R→∞
∥∥∥(Sβα − δβα)HR,ωgωφ(h)∥∥∥2 (3.9)
ou` δβα est le symbole de Kronecker, et ou` HR,ω est une certaine famille de fonction dans
l’espace de Schwartz tendant ponctuellement vers 1 quand R → ∞. On de´finit de meˆme
la section efficace totale σα(·, ω;h), d’angle d’incidence ω et issue du canal d’entre´e α, en
remplac¸ant dans (3.9) le terme de droite par
lim
R→∞
∑
β∈C
∥∥∥(Sβα − δβα)HR,ωgωφ(h)∥∥∥2 ,
ou` C de´signe l’ensemble de tous les canaux possibles. D’apre`s [RW], σβα(·, ω;h) et σα(·, ω;h)
sont bien de´finies et co¨ıncident avec une fonction continue de λ, en dehors des seuils de
l’ope´rateur P (h), a` condition que ρ > (d+ 1)/2.
Dans la publication 1, on s’inte´resse a` l’ope´rateur Sαα(h) de diffusion e´lastique lorsque
m = 1. Soit χ ∈ C∞0 (R;R) a` support dans un intervalle compact (au-dessus de E(h)) sur
lequel on a le the´ore`me d’absorption limite pour P (h) et une borne en O(h−1) pour la
valeur au bord de sa re´solvante. Dans [KMW1], des conditions suffisantes sont donne´es
pour avoir un tel intervalle compact. Soit (x0, ξ0) dans le support de χ et soit Uh(x0, ξ0) un
certain ope´rateur unitaire sur L2(Rd) qui microlocalise pre`s de (x0, ξ0). Pour tout symbole
borne´ c, a` valeurs dans les applications line´aires continues sur L2(RdNy ), on pose
Sc,α(h) := Uh(x0, ξ0)
∗Sαα(h)∗χ(Pa(h)) c(x, hD)χ(Pa(h))Sαα(h)Uh(x0, ξ0) .
En notant par Scl l’ope´rateur de diffusion classique pour le couple de fonctions de Hamilton
(|ξ|2 + λ1(x; 0), |ξ|2) (il se trouve qu’il est bien de´fini sous les hypothe`ses pre´ce´dentes), le
re´sultat principal de la publication 1 est le suivant. Au sens fort,
lim
h→0
Sc,α(h) = pi(0) (c◦Scl)(x0, ξ0)pi(0) . (3.10)
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Il s’agit donc d’un principe de correspondance pour l’ope´rateur de diffusion e´lastique. Pour
la preuve, on approxime d’abord Sαα par un ope´rateur de diffusion S
AD(h), construit a`
partir de l’ope´rateur adiabatique PAD(h) (cf. (3.7)). Ensuite, on utilise, en provenance de
[KMW1], des estimations semi-classiques de re´solvante et des approximations d’ope´rateurs
d’ondes de canal obtenues a` l’aide des techniques d’Isozaki-Kitada (cf. [IK]), qui sont
valables pour PAD(h). En s’inspirant de [W1], on e´tablit des proprie´te´s de propagation
pour PAD(h). En suivant une strate´gie de [KMW1], de´veloppe´e pour obtenir la limite
classique d’ope´rateurs d’onde, on obtient (3.10).
Dans la publication 2, on conserve le cadre pre´ce´dent avec m = 1 et d = 3 mais on veut
traiter un cas physique. Les interactions Vjl(z) sont des multiples de |z|−1 et on ne peut
appliquer les re´sultats pre´ce´dents. La singularite´ en 0 n’est pas trop geˆnante car le potentiel
tronque´ pre`s de 0 est ∆z-compact. La difficulte´ vient de la faible de´croissance a` l’infini des
interactions. Cependant, pour la diffusion ion-atome, c’est-a`-dire, lorsque l’un des amas
est neutre, on s’attend tout de meˆme, a` cause d’un phe´nome`ne de syme´trie, a` avoir la
finitude de σα(·, ω;h), pour un certain canal d’entre´e α et pour tout angle d’incidence ω
(cf. [CT]). Le premier re´sultat de la publication 2 confirme cette intuition. Ensuite, en
utilisant les estimations semi-classiques de re´solvante de [KMW2], qui tiennent compte
des singularite´s coulombiennes, une e´tude de l’approximation de Born-Oppenheimer de
σα(·, ω;h) est re´alise´e en suivant essentiellement la publication t2.
Un de´savantage des deux travaux pre´ce´dents re´side dans le fait que m = 1. Cela empeˆche
de conside´rer des phe´nome`nes de diffusion ine´lastiques comme, par exemple, d’un canal α
vers un canal β diffe´rent mais de meˆme de´composition. L’inte´reˆt principal de ma the`se de
doctorat est d’avoir reme´die´ a` cette restriction, au prix d’une hypothe`se de non-croisement
des valeurs propres de l’hamiltonien e´lectronique Pe(x; 0). Graˆce a` cette hypothe`se, j’ai
ge´ne´ralise´ dans la publication t1 les estimations semi-classiques de re´solvante de [KMW1]
(cf. paragraphe 3.3). Dans la publication t2, j’ai tire´ profit de cette ame´lioration pour
e´tudier l’approximation de Born-Oppenheimer de sections efficaces totales σα(·, ω;h) et
σβα(·, ω;h) dans un cadre plus ge´ne´ral et aussi pour α 6= β, sous l’hypothe`se ρ > (d+1)/2
(cf. (3.6)). Comme dans la publication 1, les sections efficaces totales e´tudie´es sont ap-
proxime´es par des e´quivalents adiabatiques σAD(·) (·, ω;h), c’est-a`-dire des sections efficaces
totales construites pour l’ope´rateur adiabatique PAD(h) (cf. (3.7)). Plus pre´cise´ment, pour
J un intervalle compact sur lequel on a les estimations semi-classiques de re´solvante en
O(h−1) (cf. paragraphe 3.3), je montre que, uniforme´ment pour λ ∈ J et ω ∈ Sd−1, en
notant γ = 1/(ρ− 1) > 0, il existe  > 0 tel que
σα(λ, ω;h) = O
(
h−γ(d−1)
)
,
σα(λ, ω;h) − σαα(λ, ω;h) = O
(
h−γ(d−1)+
)
,
σα(λ, ω;h) − σADα (λ, ω;h) = O
(
h−γ(d−1)+1+
)
, (3.11)
σβα(λ, ω;h) − σADβα (λ, ω;h) = O
(
h−γ(d−1)+1+
)
, (3.12)
pour les canaux β de meˆme de´composition (a) que α. De plus, je donne diffe´rents termes
dominants T ve´rifiant σα(λ, ω;h) − T = O(h−γ(d−1)+). Les techniques de la preuve
s’inspirent de [RT, I]. En adaptant un argument de [Y], je montre que, dans certains
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cas, σα(λ, ω;h) est re´ellement de taille h
−γ(d−1). Une conse´quence de ces re´sultats, qui
ne figure pas dans ma the`se de doctorat mais dans la publication t2, est l’estimation
σδα(λ, ω;h) = O(h
−γ(d−1)+1+), lorsque la de´composition du canal de sortie δ est diffe´rente
de celle (a) de α.
3.3 Estimations semi-classiques de re´solvante.
Comme on l’a vu au paragraphe 3.2, il est inte´ressant d’avoir des estimations semi-
classiques de re´solvante lorsque m ≥ 2. Un premier pas dans cette direction fut fait
dans ma the`se de doctorat. Il est utile de revenir dessus en de´tail ici car un deuxie`me pas
sera aborde´ dans le paragraphe 3.4.
L’objectif principal est d’obtenir, pour la re´solvante RAD(·;h) de l’ope´rateur adiabatique
PAD(h) (cf. (3.7)) et pour m ≥ 2, une estimation du type∥∥∥〈x〉−sRAD(λ± i0;h) 〈x〉−s∥∥∥ = O(h−1) , (3.13)
pour s > 1/2, uniforme´ment pour λ dans un certain intervalle compact et uniforme´ment
pour h assez petit. Notons que dans (3.13), on affirme implicitement l’existence des valeurs
au bord de la re´solvante, a` savoir RAD(λ± i0;h) = lim→0+ RAD(λ± i;h) (dans un sens
a` pre´ciser). Sous des hypothe`ses raisonnables, il est montre´ dans [KMW1] comment ce
type d’estimation se transmet a` la re´solvante R(·;h) de l’ope´rateur P (h) (cf. (3.2)) et que
la diffe´rence R−RAD, mesure´e comme dans (3.13), est un O(h0). C’est d’ailleurs graˆce a`
ce dernier re´sultat que j’ai obtenu, dans la publication t2, les re´sultats d’approximation
(3.11) et (3.12). Dans le cas m = 1, (3.13) est obtenue dans [KMW1, KMW2].
La question de l’existence des valeurs au bord R(λ±i0;h), RAD(λ±i0;h) est traite´e par la
me´thode du commutateur de Mourre (cf. [Mo]) en prenant comme ope´rateur conjugue´ le
ge´ne´rateur des dilatations en la variable x. Pour ”presque tout” λ dans le spectre continu
de l’ope´rateur correspondant, les limites, en norme d’ope´rateur continu sur L2(Rd(N+1)),
lim→0+〈x〉−sRAD(λ ± i;h)〈x〉−s existent (de meˆme pour R). Le point important ici est
d’avoir une borne O(h−1) sur ces valeurs au bord et cela a un autre sens. Pour bien sentir
cela, conside´rons un cas bien connu, celui de l’ope´rateur de Schro¨dinger semi-classique a`
deux corps : Pˆ1(h) (cf. (3.8)). Il est bien connu dans ce cas (cf. [W2]) que (3.13) pour
tout s > 1/2 est e´quivalente a` une proprie´te´ de non-capture pour les e´nergies de l’inter-
valle compact conside´re´ vis a` vis du flot hamiltonien de´fini par le symbole de l’ope´rateur
p(x, ξ) = |ξ|2 + V (x). Si φt de´signe le flot en question et λ une e´nergie alors la condition
de non-capture s’e´crit
∀(x, ξ) ∈ p−1(λ) , lim
t→−∞ |φ
t(x, ξ)| = ∞ et lim
t→+∞ |φ
t(x, ξ)| = ∞ . (3.14)
De plus, lorsque l’on peut de´finir les re´sonances, l’estimation (3.13) pour l’ope´rateur Pˆ1(h)
implique l’absence de re´sonance de partie imaginaire O(h), quand h → 0 (cf. [B, Ma3]).
En cherchant des conditions pour obtenir (3.13) avant de l’utiliser pour de la the´orie
stationnaire de la diffusion, on choisit donc d’en traiter la version ”non re´sonante”. Cela
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signifie que, dans le cadre du paragraphe 3.1, on s’inte´resse aux collisions mole´culaires
macroscopiquement rapides et non a` celles donnant lieu a` une existence prolonge´e d’un
compose´ qui finit par se ”de´sinte´grer”.
Pour obtenir l’estimation (3.13) lorsque m ≥ 2, il est naturel de chercher a` adapter
la version semi-classique de la me´thode du commutateur de Mourre, qui fonctionne si
bien pour l’ope´rateur Pˆ1(h) (cf. [RT, GM]) et pour l’ope´rateur P (h) lorsque m = 1 (cf.
[KMW1]). E´tant donne´e une fonction χ ∈ C∞0 (R;R) valant 1 sur l’intervalle d’e´nergie
ou` l’on veut avoir (3.13), on cherche donc un ope´rateur FAD(h), dit conjugue´, qui doit
surtout fournir l’estimation semi-classique de Mourre suivante : il existe c > 0 tel que,
pour h assez petit,
χ
(
PAD(h)
)
ih−1
[
PAD(h), FAD(h)
]
χ
(
PAD(h)
)
≥ c χ
(
PAD(h)
)2
. (3.15)
Il est e´galement naturel (cf. [GM]) de chercher FAD(h) parmi les ope´rateurs h-pseudo-
diffe´rentiels en la variable x dont le symbole est a` valeurs ope´rateur continu sur L2(RdNy ),
puisque PAD(h) en fait partie. Dans la publication t1, j’impose l’hypothe`se de ”non-
croisement des niveaux e´lectroniques” suivante. Pour tout x, les valeurs propres de Pe(x; 0)
comprises entre E−(x) et e+(x) ont une multiplicite´ inde´pendante de x (et donc ne se
croisent pas). Graˆce a` cette hypothe`se, j’e´vite essentiellement les proble`mes de commuta-
tion des ope´rateurs continus sur L2(RdNy ) et je peux de´duire la positivite´ requise dans (3.15)
d’une positivite´ similaire pour des commutateurs scalaires faisant intervenir les ope´rateurs
scalaires −h2∆x + λ(x; 0), ou` λ(x; 0) est une des valeurs propres pre´ce´dentes de Pe(x; 0).
L’estimation semi-classique de Mourre pour ces ope´rateurs scalaires −h2∆x+λ(x; 0) pro-
vient bien suˆr d’une hypothe`se de non-capture sur le flot engendre´ par |ξ|2 + λ(x; 0) (cf.
(3.14) et [GM]). On verra au paragraphe 3.4 un autre e´clairage de ce re´sultat.
De la meˆme manie`re, je traite, dans la publication t1, le cas de l’ope´rateur Pˆm(h) avecm ≥
2 (cf. (3.8)) et aussi l’ope´rateur semi-classique de Dirac avec potentiel e´lectrique scalaire.
Pour ce dernier, l’hypothe`se de ”non-croisement des valeurs propres” est automatiquement
re´alise´e. Il est a` noter que pour l’ope´rateur Pˆm(h) avec m ≥ 2, sous l’hypothe`se de ”non-
croisement des valeurs propres”, je de´montre, dans la pre´publication p1, la ne´cessite´ des
hypothe`ses de non-capture sur les flots engendre´s par les valeurs propres du symbole de
l’ope´rateur pour avoir l’estimation du type (3.13). Ce dernier point est une adaptation
assez directe du meˆme re´sultat pour Pˆ1(h) obtenu dans [W2].
3.4 Le proble`me des croisements de niveaux e´lectroniques.
L’introduction de l’hypothe`se de ”non-croisement des niveaux e´lectroniques” dans ma
the`se a permis de lever le proble`me e´voque´ dans le paragraphe 3.3 mais je savais qu’il
faudrait bientoˆt l’abandonner. En regardant les spectres (approximatifs) des hamiltoniens
e´lectroniques pour des mole´cules re´elles, on constate qu’il est restrictif d’adopter une
telle hypothe`se. D’autre part, d’apre`s [MNS], la diffusion ine´lastique (cf. paragraphe 3.2)
en l’absence de croisements de valeurs propres est ne´gligeable. Ainsi, il faut renoncer a`
cette hypothe`se si l’on veut re´llement e´tudier les phe´nome`nes ine´lastiques en the´orie de
la diffusion.
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A` la lumie`re de la publication t1, on sent que les difficulte´s souleve´es par les croisements
de valeurs propres sont de nature essentiellement matricielle. C’est pourquoi, dans le souci
de simplifier le cadre d’e´tude, je me concentre sur le cas de l’ope´rateur Pˆm(h) (cf. (3.8)).
En notant Rm(·;h) la re´solvante de Pˆm(h), il s’agit donc d’obtenir l’estimation∥∥∥〈x〉−sRm(λ± i0;h) 〈x〉−s∥∥∥ = O(h−1) , (3.16)
pour s > 1/2, uniforme´ment pour λ dans un certain intervalle compact inclu dans ]0; +∞[
et uniforme´ment pour h assez petit. Dans la publication 5, je reformule la de´marche suivie
dans la publication t1. Cette interpre´tation, que l’on va de´tailler maintenant, est inspire´e
d’une suggestion d’Andre´ Martinez. L’ide´e essentielle est, comme dans le cas scalaire
de l’ope´rateur Pˆ1(h) (cf. [GM]), de voir l’estimation semi-classique de Mourre (3.15) au
niveau des symboles principaux des ope´rateurs puis de revenir a` l’ine´galite´ ope´ratorielle
via l’ine´galite´ de G˚arding. On cherche donc comme pre´ce´demment l’ope´rateur conjugue´
FAD(h) sous forme d’ope´rateur h-pseudo-diffe´rentiel de Weyl a` symbole a` valeurs matrice
auto-adjointe Aw(x, hD). Soit χ ∈ C∞0 (R;R) valant 1 sur l’intervalle d’e´nergie ou` l’on
veut avoir (3.16). Le commutateur du membre de gauche de (3.15) est essentiellement, en
de´signant par Pm le symbole de Pˆm(h),
ih−1
(
[Pm, A]
)w
(x, hD) +
(
{Pm, A}
)w
(x, hD) ,
ou` {Pm, A} est une ge´ne´ralisation matricielle du crochet de Poisson usuel. Si i[Pm, A](x, ξ),
qui est une matrice auto-adjointe, est positive alors elle doit eˆtre nulle car sa trace est nulle.
On cherche donc a` obtenir une positivite´ en provenance de l’autre terme et on s’assure
que le premier ne la de´truit pas en imposant [Pm, A] = 0 (sur le support de χ(Pm)). Dans
la publication 5, on montre, par la me´thode semi-classique du commutateur de Mourre,
le re´sultat ”abstrait” suivant. Si l’on a un symbole A convenable, a` valeurs matrice auto-
adjointe, et s’il existe c > 0 tel que, pre`s du support de χ(Pm), on a {Pm, A} ≥ c et
[Pm, A] = 0, alors on obtient l’estimation (3.16) la` ou` χ vaut 1.
Le proble`me de ce re´sultat est qu’il n’est pas clair que l’on puisse concilier les contraites
{Pm, A} ≥ c et [Pm, A] = 0. En l’absence de croisement de valeurs propres, comme
dans la publication t1 e´tudie´e au paragraphe 3.3, on choisit essentiellement de garantir
[Pm, A] = 0 et on constate que l’ine´galite´ {Pm, A} ≥ c de´coule d’ine´galite´s scalaires du
type {|ξ|2 + λj(x; 0), aj} ≥ c, valables a` des endroits diffe´rents de l’espace des phases R2d
(cf. publication 5). En pre´sence de croisement, la situation est beaucoup moins favorable
comme on va le voir maintenant.
Dans la publication 5, on simplifie au maximum l’e´tude en conside´rant l’ope´rateur Pˆ2(h)
muni du potentiel
V (x) := u(x) I2 + τ(x)
(
v1(x) v2(x)
v2(x) −v1(x)
)
, (3.17)
ou` les fonctions u, τ, v1, v2 : Rd −→ R sont lisses. On choisit deux jeux d’hypothe`ses.
Dans le premier, ρ := (v21 + v
2
2)
1/2 ne s’annule pas et τ = 0 de´finit une sous-varie´te´ de
codimension 1. Les valeurs propres de V (x), λ±(x) = u(x) ± τ(x)ρ(x) sont lisses et se
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croisent sur la sous-varie´te´ τ−1(0). Dans le second jeu, on prend τ = 1 et on suppose que
ρ = 0 de´finit une sous-varie´te´ de codimension 2. Dans ce cas, les valeurs propres λ± se
croisent sur la sous-varie´te´ ρ−1(0) et y ont une singularite´. Chaque jeu est une version
globale d’un type important de croisement local introduit dans [Ha].
Si, dans le premier jeu d’hypothe`ses, on suppose de plus que les projecteurs spectraux de
V (x) (qui sont lisses aussi) sont inde´pendants de x, alors je montre, comme si le croisement
e´tait absent, que les hypothe`ses du re´sultat ”abstrait” ci-dessus sont remplies. De plus,
ceci reste vrai si l’on tole`re une variation assez petite de ces projecteurs spectraux. Bref,
j’ai une sorte de re´sultat de stabilite´ pre`s d’un cas particulier trivial. La preuve utilise des
e´quations diffe´rentielles non-line´aires et semble difficile a` ge´ne´raliser. Sous le second jeu
d’hypothe`ses, je montre un re´sultat ”ne´gatif”. Si une certaine condition ge´ome´trique au
croisement, portant sur u, τ, v1, v2 et l’e´nergie conside´re´e λ, est satisfaite et si le croisement
est compact alors les hypothe`ses du re´sultat ”abstrait” ne peuvent eˆtre remplies.
A` la lumie`re de ces re´sultats, j’e´tais plutoˆt enclin a` ne pas poursuivre mes investigations
sur ce proble`me. Cependant, en lisant des travaux sur la propagation d’e´tats cohe´rents
pour des ope´rateurs matriciels et sur la formule de Landau-Zener (cf. [JP, J]), j’avais l’im-
pression que la plupart du temps le croisement de valeurs propres n’empeˆche pas d’avoir
l’estimation (3.16). En conside´rant par exemple [Ha, CLP, FG], on constate qu’aucun
phe´nome`ne de capture produit par le croisement n’apparaˆıt meˆme si la re´partition de la
masse L2 peut eˆtre complique´e. D’autre part, le re´sultat ”ne´gatif” obtenu ci-dessus, peut
eˆtre valable pour λ de´crivant un intervalle et on a du mal a` imaginer que cet intervalle
soit truffe´ de parties re´elles de re´sonances de partie imaginaire O(h). Ceci m’amena a`
la conclusion que l’estimation (3.16) doit eˆtre ”souvent” valable et que l’approche par la
me´thode semi-classique du commutateur de Mourre ne me montre pas assez bien la nature
de proble`me. En fait, le re´sultat ”ne´gatif” indique qu’il faut chercher l’ope´rateur conjugue´
dans une classe d’ope´rateurs plus grande que celle des ope´rateurs h-pseudo-diffe´rentiels a`
symbole matriciel mais il m’est difficile de voir laquelle.
Par chance, N. Burq pre´senta, dans un expose´ a` Rennes en 2001, une me´thode alternative
pour de´montrer des estimations de re´solvante similaires a` (3.16) pour des ope´rateurs
scalaires. Certes, une autre approche e´tait disponible dans [VZ] mais n’e´tait pas, du point
de vue du proble`me qui m’occupe, assez alternative car elle utilise essentiellement une
estimation de Mourre semi-classique (du type (3.15)). La strate´gie par l’absurde de N.
Burq est nettement diffe´rente. Son re´sultat, disponible dans [B], est obtenu dans un cadre
tre`s ge´ne´ral mais, si on l’intersecte avec la classe d’ope´rateurs de Schro¨dinger scalaires qui
m’inte´resse ici, on doit se restreindre aux potentiels a` support compact. C’est pourquoi
j’ai repris sa strate´gie en de´tail pour l’ope´rateur Pˆ1(h) (cf. (3.8)) et sous l’hypothe`se (3.6)
dans la publication 6.
Dans cette publication 6, je rede´montre donc que, si le symbole P1 (note´ p ici) de
l’ope´rateur Pˆ1(h) engendre un flot pour lequel la condition de non-capture (3.14) est
satisfaite pour toute e´nergie λ dans un intervalle compact I ⊂]0; +∞[, alors l’estimation
(3.16) pour m = 1 est valable sur cet intervalle I. La ne´gation de cette estimation (3.16)
sur I implique l’existence d’une suite 0 < hn → 0, d’une suite (zn)n de complexes tels que
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<(zn) converge vers un point de I et =(zn) = o(hn), d’une suite de fonctions (fn)n telles
que ‖〈x〉−sfn‖ = 1 et ‖〈x〉s(Pˆ1(hn)−zn)fn‖ = o(hn). On peut supposer la suite (〈x〉−sfn)n
pure et introduire µs sa mesure semi-classique (cf. [GL]). En posant µ = 〈x〉2sµs, un argu-
ment de [B] montre que {p, µ} = cµ au sens des distributions, pour une certaine constante
c ({·, ·} de´signe le crochet de Poisson usuel). En fait, je montre que c = 0 c’est-a`-dire que
µ est invariante sous le flot engendre´ par p. Ensuite, je montre, en utilisant une sorte
d’estimation semi-classique de Mourre (cf. (3.15)) a` l’infini et le fait que s > 1/2, que la
masse L2 des 〈x〉−sfn se concentre dans un compact, ce qui implique que µ est non nulle
et supporte´e dans ce compact. Le fait que µ ait un support compact est trivial dans le cas
traite´ par N. Burq dans [B]. Maintenant, l’hypothe`se de non-capture (3.14), le fait que µ
est invariante par le flot et le fait que µ est a` support compact, impliquent que µ = 0,
fournissant la contradiction souhaite´e.
Dans le cas matriciel (cf. (3.8) avec m ≥ 2), la situation n’est pas aussi confortable
mais a le me´rite d’e´clairer le proble`me pose´ par le croisement de valeurs propres. Dans la
pre´publication p1, je reprends la strate´gie pre´ce´dente. Sans hypothe`se supple´mentaire, je
montre de meˆme que µ est non nulle et a` support compact. En revanche, il n’est pas clair
que {Pm, µ} soit nul (sauf s’il n’y pas de croisement). Ici, {·, ·} de´signe une version matriciel
du crochet de Poisson usuel. De plus, {Pm, ·} ne commute pas avec la diagonalisation de
Pm (qui de surcroˆıt peut ne pas eˆtre lisse). Cependant, je peux montrer que {Pm, µ} est
une distribution d’ordre 1 supporte´e dans le croisement.
Au lieu de traiter le cas ge´ne´ral, j’ai pre´fe´re´ me concentrer sur un cas simple, inte´ressant
pour les applications physiques. Ce cas correspond a` une ge´ne´ralisation du cas e´tudie´
dans la publication 5 avec le premier jeu d’hypothe`ses (cf. (3.17)). En particulier, la taille
matricielle et le nombre de valeurs propres se croisant est arbitraire. Dans ce cadre, les pro-
jecteurs spectraux et les valeurs propres sont lisses, et l’hypothe`se de non-capture (3.14)
pour les flots qu’elles engendrent a donc un sens. En e´tudiant la distribution {Pm, µ} dans
le pre´sent cadre, je me suis aperc¸u que, sous une certaine hypothe`se, on peut essentiel-
lement de´coupler les contributions des diffe´rentes valeurs propres et terminer la preuve
comme dans le cas scalaire. Cette hypothe`se dit que les de´rive´es premie`res tangentielles
au croisement des projecteurs spectraux sont nulles et elle est satisfaite en particulier
dans le cas radial. Rappelons que pour les mole´cules diatomiques avec les vrais potentiels
physiques (cf. paragraphe 3.1), le mode`le matriciel correspondant (cf. (3.8)) a un potentiel
radial.
Comme je l’ai signale´ au paragraphe 3.3, l’estimation (3.16) caracte´rise essentiellement la
diffusion semi-classique non re´sonante. Il est donc utile de pouvoir la caracte´riser en termes
classiques. C’est pourquoi j’ai essaye´ de montrer la re´ciproque du re´sultat pre´ce´dent.
Dans le cas scalaire (cf. (3.8) avec m = 1), X. P. Wang donne une preuve e´le´gante de la
re´ciproque (cf. [W2]), que je tente d’adapter. L’estimation (3.16) implique, par la the´orie
de Kato des ope´rateurs localement Pˆm(h)-lisses (cf. [RS]), qu’il existe C > 0 tel que, pour
tout ψ ∈ L2(Rd;Cm) et tout h petit,∫
R
〈
θ
(
Pˆm(h)
)
ψ , U(t)∗ 〈x〉−2s U(t) θ
(
Pˆm(h)
)
ψ
〉
dt ≤ Cs ‖ψ‖2 , (3.18)
ou` U(t) := exp(−ih−1tPˆm(h)) et ou` θ ∈ C∞0 (R;R) est localise´e la` ou` l’on a (3.16). Dans
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le cas scalaire, X. P. Wang utilise le the´ore`me d’Egorov semi-classique pour approximer
U(t)∗〈x〉−2sU(t) puis remplace ψ par des e´tats cohe´rents convenablement microlocalise´s.
Il obtient un proprie´te´ d’inte´grabilite´ du flot engendre´ par le symbole P1 qui implique
la condition de non-capture (3.14). Dans le cas matriciel en l’absence de croisement de
valeurs propres, la de´marche pre´ce´dente marche tre`s bien car on peut par microlocalisation
se´parer les contributions des diffe´rentes valeurs propres (cf. pre´publication p1), ce qui n’est
pas e´tonnant puisque l’on dispose dans ce cas du the´ore`me d’Egorov semi-classique (cf.
[BN]). En revanche, meˆme en pre´sence de la classe relativement simple de croisements
introduite plus haut, on ne dispose pas d’un tel re´sultat. A` l’aide d’un argument a` la
Gronvall et d’une hypothe`se sur l’e´ventuel croisement de valeurs propres a` l’infini, j’ai
contourne´ cette difficulte´ et termine´ la preuve comme dans le cas sans croisement.
Compare´ a` la version semi-classique de la me´thode du commutateur de Mourre, l’adap-
tation au cas matriciel de la strate´gie de N. Burq m’a permis de mieux comprendre les
difficulte´s provoque´es par les croisements de valeurs propres. En tout cas, la classe des
potentiels traite´s dans la pre´publication p1 est bien plus ge´ne´rale que celle aborde´e dans la
publication 5. De plus, je n’ai pas optimise´ l’emploi de la version matricielle de la strate´gie
de N. Burq puisque je l’ai restreint a` un cas particulier. On peut espe´rer qu’une analyse
plus de´taille´e de cette version donnera un meilleur re´sultat. Cette remarque vaut aussi
pour la re´ciproque e´tudie´e dans la pre´publication p1.
3.5 Prolongements.
Dans ce paragraphe, je vais indiquer plusieurs prolongements naturels des travaux expose´s
pre´ce´demment. A` l’exception d’un projet relie´ a` la publication 2, ils s’inscrivent tous dans
le proble´matique et le programme e´voque´s plus haut.
Profitant des re´sultats favorables de la pre´publication p1, il est naturel de reprendre la
de´marche du paragraphe 3.2 pour l’e´tude des sections efficaces totales (au moins) en
pre´sence de croisements de niveaux e´lectroniques. Dans un premier temps, il s’agit au
niveau des estimations semi-classiques de re´solvante de passer de l’ope´rateur matriciel a`
l’ope´rateur PAD(h) (cf. (3.7)). Ensuite, il est raisonnable d’e´tendre les estimations semi-
classiques de sections efficaces totales mais il est surtout inte´ressant d’essayer de voir
les effets des croisements sur les sections efficaces totales ine´lastiques (cf. [MNS]). La
ge´ne´ralisation de la publication 1 risque eˆtre plus de´licate puisque l’on a besoin d’une
variante matricielle des techniques d’Isozaki-Kitada, mais semble re´alisable.
A` l’instar de l’e´clairage apporte´ par les travaux autour de la formule de Landau-Zener sur
le proble`me des croisements de valeurs propres (cf. paragraphe 3.4), une approximation
du propagateur de l’ope´rateur Pˆm(h) (cf. (3.8)) peut en donner un inte´ressant. Dans une
collaboration en cours avec U. Karlsson, une approximation a` temps fini de ce propa-
gateur par un ope´rateur inte´gral de Fourier est en passe d’eˆtre re´alise´e. Notons que les
croisements de valeurs propres sont tels que ces valeurs propres et leurs projecteurs as-
socie´s sont lisses. Non seulement, cette approximation comple´terait le re´sultat d’Hagedorn
sur les propagations d’e´tats cohe´rents pour un certain type de croisement (cf. [Ha]) en
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de´crivant la situation ou` le pacquet d’onde est centre´ sur une trajectoire classique qui
arrive tangentiellement au croisement, mais elle devrait aussi permettre de de´nicher dans
ce cadre un eventuel phe´nome`ne de capture.
A` mon sens, le cas ge´ne´ral du proble`me des croisements de valeurs propres aborde´ au
paragraphe 3.4 me´rite d’eˆtre e´tudie´. Meˆme si, pour l’e´tude de l’approximation de Born-
Oppenheimer des mole´cules diatomiques, le re´sultat de la pre´publication p1 est suffisant,
il est problable que ce cas ge´ne´ral re´apparaisse pour traiter des mole´cules a` plus de trois
noyaux ou des mole´cules diatomiques dans un champ exte´rieur de Stark. Du point de vue
mathe´matique, il est inte´ressant de voir si l’estimation (3.16) peut eˆtre e´quivalente a` une
condition portant sur le symbole de l’ope´rateur matriciel. Il est aussi inte´ressant de re-
pendre le cas traite´ dans la pre´publication p1 et de voir si l’on peut e´liminer les hypothe`ses
autres que celle de non-capture. Meˆme du point de vue physique, cette e´quivalence joue
un roˆle puisque, dans le cas favorable, elle donne un principe de correspondance pour
(une version simplifie´e) des collisions mole´culaires et fournit la dynamique ”classique”
pertinente, qui est limite de la dynamique quantique.
Enfin, j’indique une prolongement de la publication 2, qui ne concerne pas l’approxima-
tion de Born-Oppenheimer. Cette publication 2 donne l’existence d’une certaine section
efficaces totales pour la diffusion ion-atome (cf. paragraphe 3.2) mais laisse ouverte la
question de l’asymtotique a` haute e´nergie. Plus inte´ressant encore est le point suivant.
Dans [W3], X.P. Wang a donne´e une telle asymtotique pour des potentiels ”moins sau-
vages” que ceux de la publication 2 et, si l’on e´crit le terme dominant a` haute e´nergie
dans le cadre de´fini par la publication 2, ce terme est infini. Il y a donc une asymtotique
non triviale a` de´couvrir. Une collaboration en cours avec X.P. Wang vise a` fournir cette
asymtotique.
4 Travaux d’ouverture.
En paralle`le de mes travaux dans le prolongement direct de ma the`se de doctorat, que
j’ai de´taille´s dans la partie 3, je me suis engage´ dans une de´marche d’ouverture en in-
tervenant dans des domaines exte´rieurs a` la the´orie stationnaire de la diffusion. Dans les
paragraphes 4.1 et 4.2, je vais de´crire en de´tail les publications 3 et 4. Dans le para-
graphe 4.3, je pre´senterai des projets qui sont en cours de re´alisation.
4.1 Une e´tude asymptotique en physique statistique.
Lors de mon post-doc a` l’universite´ technique de Berlin, j’ai collabore´ avec V. Bach et
J. Sjo¨strand sur une asymptotique en physique statistique classique. Dans ce contexte,
de nombreux efforts sont faits pour de´crire rigoureusement les phe´nome`nes de transition
de phase. Une manie`re d’apporter de l’information sur ces phe´nome`nes est d’e´tudier la
de´croissance de fonctions dites de corre´lation. L’inte´reˆt de notre travail (cf. publication 3)
a e´te´ de donner une description tre`s pre´cise de cette de´croissance a` basse tempe´rature et
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dans certaines conditions et ce par des me´thodes spectrales, ce qui e´tait assez inhabituel
(les me´thodes probabilistes e´tant essentiellement la re`gle). Il s’inscrit cependant dans
le prolongement de travaux de B. Helffer et J. Sjo¨strand sur les inte´grales de Laplace
en grande dimension (cf. [He, HS, S1]). De plus, nous avons affaibli une hypothe`se de
convexite´ qui e´tait utilise´e ante´rieurement. Il est a` noter que V. Bach et J.S. Møller ont
e´tendu nos re´sultats, en affaiblissant encore cette hypothe`se (cf. [BM1, BM2]), aboutissant
ainsi a` une situation plus satisfaisante du point de vue physique. D’autre part, J. Sjo¨strand
a donne´, dans des conditions proches de notre publication 3, une description encore plus
pre´cise de la de´croissance en question (cf. [S2]).
L’objet d’e´tude est un syste`me de spins a` valeurs re´elles dispose´s sur un re´seau multi-
dimensionnel. E´tant donne´ deux entiers naturels n, L, les spins sont situe´s sur le re´seau
ΛL := (Z/LZ)n. En tout point j ∈ ΛL, la valeur du spin au site j est un re´el xj et la
famille (xj)j∈ΛL est une configuration de spins. Puisque l’on veut analyser ce syste`me
de spins dans le cadre de la me´canique statistique classique a` une tempe´rature donne´e
1/(2β) (β ∈]0; +∞[), l’e´nergie des configurations de spins est donne´e par une fonction
de Hamilton H ∈ C2(RΛL ;R), de´pendant de β et satisfaisant certaines hypothe`ses. En
particulier, on impose que exp(−2βH)dx soit une mesure de probabilite´ sur RΛL (la
mesure de Gibbs). En notant par EL son espe´rance, on de´finit la (fonction de) corre´lation
tronque´e entre les sites j, k ∈ ΛL par
ETL (j, k) := EL(xj · xk) − EL(xj) · EL(xk) .
Sous certaines conditions, il s’agit de montrer que ces corre´lations tronque´es de´croissent
exponentiellement en la distance (naturelle) d(j; k) entre les sites j et k et ce de manie`re
uniforme par rapport a` la taille du syste`me qui est controˆle´e par L. L’importance de
l’uniformite´ par rapport a` L vient du fait que les re´sultats donnent une information
lorsque l’on prend la limite thermodynamique (L → ∞). Bien entendu, les hypothe`ses
faites sur H ont aussi une certaine uniformite´ par rapport a` L. Essentiellement, nous
demandons que H soit confinante, ait un unique minimum en 0 qui est non de´ge´ne´re´ et
aucun autre point critique. Il s’agit bien d’un affaiblissement d’une hypothe`se de convexite´
sur H et une ame´lioration importante de [BM1, BM2] par rapport a` la publication 3 est
d’autoriser d’autres points critiques a` des e´nergies strictement supe´rieures au minimum
en 0.
L’approche spectrale de ce type de questions, qui a e´te´ de´veloppe´e par B. Helffer et J.
Sjo¨strand, se re´sume par la formule exacte suivante
ETL (j, k) =
1
β2
〈
e−βH ,
(
W−1L
)
j,k
e−βH
〉
L
, (4.1)
ou` 〈, 〉L est le produit scalaire associe´ a` EL, (W−1L )j,k de´signe l’e´le´ment matriciel d’indices
j, k de l’ope´rateur matricielW−1L etWL est un laplacien de Witten sur les 1-formes. E´tant
donne´ que ce laplacien de Witten est un ope´rateur de Schro¨dinger semi-classique pour
la ”constante de Planck” 1/β, il est naturel d’utiliser les re´sultats connus sur le bas du
spectre de tels ope´rateurs pour en de´duire une asymtotique en 1/β → 0 et en d(j; k)→∞
des corre´lations tronque´es. La principale difficulte´ a` ge´rer est de faire tout ceci de manie`re
uniforme par rapport a` L.
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Les principaux re´sultats de la publication 3 sont les suivants. Une e´tude spectrale du
laplacien de Witten donne directement, via une version plus ge´ne´rale de la formule (4.1),
une extension d’un re´sultat de Brascamp et Lieb (cf. [BrL]) dont la preuve e´tait com-
plique´e. Cette meˆme e´tude spectrale permet de trouver des constantes c, µ > 0 telles que,
pour β assez grand,
∀j, k ∈ ΛL,
∣∣∣ETL (j, k)∣∣∣ ≤ cβ exp
(
−µd(j; k)
)
.
Ce re´sultat de de´croissance exponentielle est e´tabli par un argument a` la Combes-Thomas,
qui exploite essentiellement le fait que les caracte´ristiques spectrales pre´ce´dentes sont
stables par conjugaison par de convenables poids exponentiels en la variable j ∈ ΛL. Le
dernier re´sultat donne le vrai taux de de´croissance exponentielle ainsi que le pre´facteur
sous la forme suivante
ETL (j, 0) = p(j; β) exp
(
−µ(β)d′(j; 0)
)
.
Ici, j de´crit une (grosse) partie de ΛL, d
′ est une semi-distance ade´quate, µ(β) et p(j; β)
admettent un de´veloppement asymtotique a` l’ordre 1 en 1/β et en 1/β et 1/d′(j; 0)
respectivement. La de´marche suivie consiste a` introduire la transforme´e de Fourier de
j 7→ ETL (j, 0), d’e´tudier son prolongement me´romorphe dans le complexe puis de revenir
a` ETL (j, 0) par la formule d’inversion de Fourrier et un calcul de re´sidu, ce dernier per-
mettant de trouver le premier ordre des de´veloppements asymtotiques de µ(β) et p(j; β).
Dans [S2], J. Sjo¨strand a ensuite obtenu des de´veloppements complets de ces quantite´s.
4.2 Un proble`me non-line´aire.
Alors que je terminais mon post-doc a` l’universite´ technique de Berlin, J-C. Le´ger, maˆıtre
de confe´rence a` l’universite´ de Paris Sud a` Orsay, me parla d’un proble`me de discre´tisation
d’une e´quation aux de´rive´es partielles parabolique (fortement) non-line´aire. J’eus l’impres-
sion que des techniques spectrales pourraient contribuer a` la re´solution de son proble`me
et je de´cidai d’y regarder de plus pre`s.
D’apre`s le the´ore`me de Gage-Grayson-Hamilton (cf. [GH, Ga, Gr]), une courbe plane
de Jordan, de classe C2, devient circulaire lorsqu’on la laisse e´voluer selon sa courbure
moyenne. Pre´cise´ment, si c0 : S1 −→ C est une courbe de Jordan de classe C2 alors il existe
T > 0 et une fonction lisse c : S1× [0;T [−→ C tels que c(·, 0) = c0 et (∂/∂t)c = (∂2/∂s2)c,
ou` s de´signe l’abscisse curviligne sur la courbe c(·, t). De plus c(·, t) est une courbe de
Jordan tendant vers une fonction constante, quand t → T , et si l’on renormalise les
courbes de sorte que l’aire qu’elles de´limitent soit pi, alors elles tendent vers le cercle. J-C.
Le´ger proposait une e´volution discre`te sense´e approximer dans un sens a` pre´ciser cette
e´volution de courbe. Pour la de´crire, donnons deux de´finitions. E´tant donne´ un entier
n ≥ 3, on appelle n-gone toute application y : Z/nZ −→ C telle que, pour tout i ∈ Z/nZ,
les points yi−1, yi, yi+1 sont deux a` deux distincts, et on de´finit la courbure de Menger
d’un tel n-gone comme e´tant l’application c(y) : Z/nZ −→ C qui, a` i ∈ Z/nZ, associe
ci(y) :=
(
yi−1 − yi
yi−1 − yi −
yi+1 − yi
yi+1 − yi
)
· 1
yi−1 − yi+1 .
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L’e´volution discre`te propose´e est de´finie par le syste`me diffe´rentiel non-line´aire d’inconnue
y : Z/nZ × [0;T [−→ C (avec T ∈ [0; +∞]) donne´ par (d/dt)yi = ci(y), pour tout i ∈
Z/nZ. L’ide´e poursuivie e´tait de montrer que, avec une certaine uniformite´ en temps, la
dynamique discre`te approche, lorsque n devient grand et dans un sens a` pre´ciser, celle
des courbes.
En parcourant de la litte´rature sur les e´quations aux de´rive´es partielles paraboliques non-
line´aires (dont nous ne sommes pas spe´cialistes), il nous a semble´ qu’il y avait peu de
choses sur le controˆle en temps long, autres que la preuve du re´sultat de Gage-Grayson-
Hamilton. Poste´rieurement, j’ai eu une confirmation de cette impression par P. Carda-
liaguet (de Brest), qui est bien plus compe´tent que nous sur ce sujet. En m’inspirant
d’un travail de [HL], j’ai esquisse´ une approche spectrale de la question. E´tant donne´ que,
d’apre`s [HL], le cercle a une proprie´te´ extre´male vis a` vis de la seconde valeur propre d’un
ope´rateur de type Schro¨dinger associe´ a` une courbe plane de Jordan, j’espe´rais en sui-
vant cette seconde valeur propre retrouver le the´ore`me de Gage-Grayson-Hamilton (dans
un cas particulier) et utiliser cette approche pour e´tudier la discre´tisation propose´e. Une
simulation nume´rique nous a montre´ des signes encourrageant dans cette direction mais
aussi l’absence de monotonie de la valeur propre en question qu’on espe´rait avoir pour
mener a` bien ma strate´gie. C’est pourquoi nous nous sommes rabattus sur une question
plus modeste que je vais de´tailler maintenant.
Pour que l’e´volution discre`te propose´e soit conside´re´e comme un candidat raisonnable
pour approcher l’e´volution des courbes, il serait bon de montrer qu’elle a beaucoup de
proprie´te´s en commun avec celle-la`. L’inte´reˆt principal de notre travail dans la publication
4 est de traiter cette question comple`tement pour l’e´volution par courbure de Menger
des quadrilate`res ou 4-gones. Notre re´sultat montre qu’a` certaines exceptions pre`s, le
re´sultat de Gage-Grayson-Hamilton est valide pour l’e´volution par courbure de Menger des
quadrilate`res (en admettant qu’une droite est un cercle de rayon infini). La ”petite” classe
d’exceptions est caracte´rise´e explicitement et l’e´volution asymtotique de ces exceptions
est donne´e. De plus, nous donnons, pour n ≥ 3 quelconque, tous les n-gones dont la forme
est conserve´e au cours de l’e´volution. Parmi eux, il y en a qui ne sont contenus ni dans
un cercle ni dans une droite et qui pourraient aussi eˆtre des formes limites pour d’autres
n-gones. Du point de vue du proble`me d’approximation de l’e´volution des courbes, il faut
donc s’attendre a` avoir a` e´liminer une certaine classe de n-gones dont l’e´volution ne peut
ressembler a` celle des courbes.
Notons pour terminer que les preuves des re´sultats de cette publication 4 sont e´le´mentaires
et que le point cle´ pour l’e´tude des quadrilate`res est le fait que l’on puisse extraire les
informations pertinentes de l’e´quation diffe´rentielle non-line´aire satisfaite par le birapport
des quatres points.
4.3 Projets.
Poursuivant ma de´marche d’ouverture, je me suis engage´ dans deux projets qui sont en
cours de re´alisation. Le premier, en collaboration avec F. Castella, concerne l’e´tude a`
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haute fre´quence de l’e´quation d’Helmholtz et le second, en collaboration avec Z. Ammari,
S. Keraani et F. Nier, vise a` construire des mesures semi-classiques en dimension infinie
avec application en the´orie quantique des champs.
L’e´tude a` haute fre´quence de l’e´quation d’Helmholtz consiste a` de´crire le comportement
asymptotique, quand 0 < → 0, des solutions w de l’e´quation
−iαw(x) + ∆xw(x) + n2(x)w(x) = −S(x) ,
ou` x ∈ Rd, α > 0 est le parame`tre d’absorption, n est l’indice (positif) de re´fraction du
milieu et S est la source. En faisant le changement d’inconnue w(x) = u(x) (avec une
normalisation convenable), l’e´tude renvoie au comportement de la valeur au bord de la
re´solvante de l’ope´rateur de Schro¨dinger semi-classique −2∆y−n2(y). C’est pre´cisemment
cette ide´e que nous voulons suivre. Notre objectif est d’obtenir des re´sultats proches de
ceux de [WZ] mais sous un jeu diffe´rent d’hypothe`ses et ce en utilisant une autre me´thode.
Tandis que la me´thode du commutateur de Mourre est utilise´e dans [WZ] sur l’ope´rateur
−∆x + n2(x), notre approche passe par l’ope´rateur semi-classique pre´ce´dent et utilise
une adaptation de la technique de´veloppe´e dans la publication 6 et inspire´e de celle de N.
Burq (cf. [B]).
Dans le cadre de son ”ACI Jeunes Chercheurs”, F. Nier a propose´ a` Z. Ammari, S. Keraani
et moi-meˆme, un programme de recherche touchant a` la the´orie quantique des champs.
Le premier pas dans cette direction est la construction d’une notion de mesure semi-
classique en dimension infinie. Rappelons que, e´tant donne´ un parame`tre semi-classique
0 < h → 0, les mesures semi-classiques d’une famille (uh)h, uniforme´ment borne´e dans
L2(Rd), permettent de de´crire les phe´nome`nes de concentration de cette famille (cf. [GL]).
Ce sont des mesures de Radon sur l’espace des phases T ∗Rd. Pour les syste`mes physiques
ayant un nombre limite´ de particules, ces objets sont bien adapte´s mais pas pour de´crire
l’infinite´ de bosons de mode`les de la the´orie quantique des champs. L’ide´e est de construire
une mesure semi-classique sur un ”espace des phases” de dimension infinie en prenant la
limite projective de mesures (convenables) sur chaque sous-espace de dimension finie.
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